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3 コースの第 3 番目（第 3 学期）で行った講義ノートを基にしてつくられた。
ここには、第 2 学期の講義での光と物質の相互作用に関する質疑応答も含まれ
ている。この質疑応答を基にした講義は、第 1 回から第 6 回に分けて行った。



























大学院における量子力学の 1 年間のコース後に講義している。 
リチャード P. ファインマン 
カリフォルニア州パサデナ 
1961 年 11 月 
 
注：この小冊子はアルバート. R. ヒッブスが取った講義ノートを基に作成され、
訂正を含めた編集は、H. T. ユラと E. R. ハギンズが行った（P. シフラが
第 2 回の訂正を含めた編集を行った）。これらを経て、ベンジャミン出版社











光と物質の相互作用 ―― 量子電磁力学 












扱うことに他ならない。こう割り切って考えると、エネルギーは 𝑛 + 1 2⁄ ℏ𝜔 、
n＝0, 1, 2, … と記述でき、ここで (1 2)⁄ ℏ𝜔 はゼロ点（基底）エネルギーであ
る。この箱の中に、光子がエネルギー nℏ𝜔 で分布していると考える。光子が
物質と相互作用することで、光子の数 n は ±1（＋は放出、－は吸収）変化させ
る。 
箱の中の波は、平面定在波、球面波、平面進行波 exp (iK･x) のどれを使って
も表現できる。すなわち、すべての電荷間に瞬時にはたらくクーロン相互作用 𝑒 𝑟  と横波だけでこと足りる。このため、クーロン力を、直ちに、シュレー
ディンガー方程式のポテンシャル項に代入すればよい。他の表現法としては、
ハミルトニアン形式でのマクスウェル方程式、場の演算子を使った方法がある。 















的電磁波を 2 つの複素波 e   と  e  に分け、e だけを残すこと、（c）
ポテンシャルは摂動計算において 1 回だけ作用すること、つまり電磁場の強さ
の 1 次の項だけを残すこととする。 
規則 1 から、「吸収」を「放出」と変えることは、e  を e  に置き換え
るだけでよい。 















したがって、平均エネルギー密度は ℏ𝜔 でなければならない。 
これから 
𝑬 = − 1𝑐 𝜕𝑨𝜕𝑡 = 𝜔𝑎𝑐 𝒆 sin(𝜔𝑡 − 𝑲 ∙ 𝒙) 
また、平面波では、 |𝑩| = |𝑬| 
となる。平均エネルギー密度が等しいことより、 18𝜋 (|𝑬| + |𝑩| ) = 14𝜋𝜔 𝑎𝑐 sin (𝜔𝑡 − 𝑲 ∙ 𝒙) = 18𝜋𝜔 𝑎𝑐  
となる（ただし、𝑥は x の平均を示す）。この値が ℏ𝜔 に等しいことから、 
𝑎 = 8𝜋ℏ𝑐𝜔  
となり、すなわち、 
𝑨 = 8𝜋ℏ𝑐𝜔 𝒆 cos(𝜔𝑡 − 𝑲 ∙ 𝒙) 
= 4𝜋ℏ𝑐2𝜔 𝒆 exp −𝑖(𝜔𝑡 − 𝑲 ∙ 𝒙) + exp +𝑖(𝜔𝑡 − 𝑲 ∙ 𝒙)  
したがって、原子が光子を吸収する振幅を次のようにする。 4𝜋ℏ𝑐2𝜔 exp −𝑖(𝜔𝑡 − 𝑲 ∙ 𝒙) (2 − 1) 
放出の場合では、ベクトルポテンシャルは正の指数以外は同じである。 
 
例：エネルギー𝐸  の励起状態𝛹  にある原子が、エネルギー𝐸  の状態𝛹  に遷
移したとする。単位時間あたりの遷移確率は、放出光子を示すベクトルポテン






(ポテンシャル) × 状態密度  
26 
状態密度 = 𝐾 𝑑𝐾𝑑Ω(2𝜋𝑐) 𝑑 𝜔ℏ = 𝜔 𝑑Ω(2𝜋𝑐) ℏ 
が得られる。 
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𝑬 = −𝛁𝜙 − 1𝑐 𝜕𝑨𝜕𝑡  
と 𝑩 = 𝛁 × 𝑨 
それに任意のスカラー 𝜒 を導入し、次の変換をしても 𝑨 = 𝑨 − 𝑐𝛁𝜒 
𝜙 = 𝜙 + 𝜕𝜒𝜕𝑡  
Eと Bの不変性は保たれる。 






− ℏ𝑖 𝜕𝜓𝜕𝑡 = 12𝑚 𝝈 ∙ 𝒑 − 𝑒𝑐 𝑨 𝝈 ∙ 𝒑 − 𝑒𝑐 𝑨 𝜓 + 𝑒𝜙𝜓 
変換： 𝜕𝜕𝑥 𝜓 = 𝜕𝜕𝑥 e 𝜓 = e 𝜕𝜓𝜕𝑥 − 𝑖 𝜕𝜒𝜕𝑥 𝜓e  𝒑 𝑒 𝜓 = e 𝒑 − ℏ𝛁𝜒 𝜓 
それと 
𝒑 − 𝑒𝑐 𝑨 e 𝜓 = e 𝒑 − ℏ𝛁𝜒 − −𝑒𝑐 𝑨 𝜓 
となる。 
項  𝜓e  における時間の偏微分は、𝜙e 𝜓 に含まれる。したがって、こ
れらを代入すると、 𝜓 = e 𝜓 
𝑨 = 𝑨 − ℏc𝑒 𝛁𝜒 
𝜙 = 𝜙 + ℏ𝑒 𝜕𝜒𝜕𝑡  
となり、パウリ方程式の不変性が保たれていることが示された。 
状態 i から状態 f に遷移を示す摂動ポテンシャルとしてパウリのハミルトニ
アンで、光子に対応するベクトルポテンシャル A を定める。時間に依存する摂
動計算により行列要素 Uf i  は次のようになる。 
       ∆𝐻 = e 𝑈(𝑥,𝑦, 𝑧) 
       𝑈 = 𝜓∗∆𝐻𝜓 d𝑣𝑜𝑙 
         = 𝜙∗(𝑥)exp 𝑖 𝐸
ℏ
𝑡 e 𝑈(𝑥)exp −𝑖 𝐸
ℏ
𝑡 𝜙 (𝑥)d𝑣𝑜𝑙 
この式は、初期状態のエネルギーが Ei－ℏωと終状態のエネルギー Ef の間に、
時間に依存しない摂動 𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧) が作用したことと同じ結果を得ることになる。
よく知られている も重要な寄与は Ef ＝Ei －ℏω となる状態で起こる5。 
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この結果から、単位時間あたりの遷移確率は、 𝑃 𝑑Ω = 2𝜋
ℏ
𝑈 𝜔 𝑑Ω(2𝜋𝑐) ℏ 
Ufi を定めるには、次のように記述する。 
      𝐻 = 12𝑚 𝒑− 𝑒𝑐 𝑨 − 𝑒ℏ2𝑚𝑐 (𝝈 ∙ 𝛁 × 𝑨) + 𝑒𝑉 
     = 12𝑚𝒑 ∙ 𝒑 + 𝑒𝑉 − 𝑒2𝑚𝑐 (𝒑 ∙ 𝑨 + 𝑨 ∙ 𝒑) − 𝑒ℏ2𝑚𝑐 (𝝈 ∙ 𝛁 × 𝑨) + 𝑒2𝑚𝑐 𝑨 ∙ 𝑨 
ポテンシャルは一度しか作用しないとする規則、つまり（摂動）1 次項のみ
で計算となるので A・Aの項は計算する必要はない。𝑨 = 𝑎𝒆exp −𝑖(𝜔𝑡 − 𝑲 ∙ 𝒙)  
と次の 2 つの演算子の関係を用いて、 𝛁 × 𝑨 = 𝑖𝑲 × 𝒆𝑎e 𝑲∙𝒙e  𝒑e 𝑲∙𝒙 = e 𝑲∙𝒙 𝒑 + ℏ𝑲  
あるいは、 𝒑 ∙ 𝒆e 𝑲∙𝒙 = e 𝑲∙𝒙 𝒑 ∙ 𝒆 + ℏ𝑲 ∙ 𝒆  
となる。ここで、K･e＝0（ゲージの選択とマクスウェル方程式から導かれる）
の場合、 




e 𝑲∙𝒙 = 1 + 𝑖𝑲 ∙ 𝒙 + 12 (𝑖𝑲 ∙ 𝒙) + ⋯ 
K･x のオーダーは a0/λと同程度である。a0 は原子半径、λは波長である。 
a0/λ≪1 であるなら、a0/λの 初の項のみとして、それ以外の高次の項はすべ
て無視できる。双極子近似では、Ufi の 後の項を考慮する。この項は、(ℏK/mc)




𝑖𝑒ℏ2𝑚𝑐  𝝈 ∙ (𝑲 × 𝒆)e 𝑲∙𝒙 ≈ 𝑣𝑐 × 𝝈 ∙ (𝑲 × 𝒆)の行列要素  
となる。 
ここでの行列要素は、 
𝜑∗ 𝑖𝑒ℏ2𝑚𝑐 𝝈 ∙ (𝑲 × 𝒆)𝜑 d𝑣𝑜𝑙 
のことである。 
ここで、次のように分けて見積もるとよい近似となる。 
 𝜑∗ = 𝜑∗(𝑥)𝑈 スピン ，𝜑 = 𝜑 (𝑥)𝑈∗ スピン  
 
これらの状態が直交しているため積分は、この近似のもとで正確に 
𝜑∗(𝑥)𝜑 (𝑥)𝑈∗ 𝝈 ∙ (𝑲 × 𝒆) 𝑈 d𝑣𝑜𝑙 = 0 
となる。ここでは、双極子近似を使うため、 
𝑈 = −𝑎 𝑒𝑐 𝒑𝒇𝒊 ∙ 𝒆𝑚  
である。ここで、 
𝒑𝒇𝒊 ∙ 𝒆 = 𝜑∗(𝒑 ∙ 𝒆)𝜑 d𝑣𝑜𝑙 = 𝒆 ∙ 𝜑∗𝒑𝜑 d𝑣𝑜𝑙 
となり、これを使うことにより、 𝑃 𝑑𝑟 = 2𝜋
ℏ
𝑒𝑚𝑐 𝑎 𝒑𝒇𝒊 ∙ 𝒆 𝑑Ω 𝜔(2𝜋𝑐) ℏ 
となる。
𝒑𝒇𝒊 = 𝑖𝜔 𝒙𝒇𝒊 を用いて、簡単な代数計算により、 
𝑃 𝑑Ω = 𝑎 𝑒 𝜔2𝜋ℏ 𝑐 𝒆 ∙ 𝒙𝒇𝒊 𝑑Ω 





= 𝑎 𝑒 𝜔(2𝜋) 𝒆 ∙ 𝒙𝒇𝒊 𝑑Ω 
= 𝑎 𝑒 𝜔2𝜋ℏ 𝑐 𝒙𝒇𝒊 sin 𝜃𝑑𝜃 
= 4𝑎 𝑒 𝜔 𝒙𝒇𝒊6𝜋ℏ 𝑐  
となる。項𝒆 ∙ 𝒙𝒇𝒊 は、大きさが 𝒆 ∙ 𝒙𝒇𝒊 = 𝒙𝒇𝒊 sin𝜃 で、向き（ベクトルの配置）




また、𝑎 = ℏ  を代入する（a は（2-1）式の係数である）と、 
遷移確率
秒
= 43 𝑒ℏc𝜔𝑐 𝒙𝒇𝒊  
が得られる。 
 
第 4 回講義 
光の吸収 




𝐸 𝑡 𝑈 (𝑡)  exp − 𝑖
ℏ
𝐸 𝑡 𝑑𝑡 
ファインマン講義 量子電磁力学（1） 
31 






𝑎 = − exp 𝑖𝑇ℏ 𝐸 − ℏω − 𝐸 − 1𝐸 − ℏω − 𝐸 𝑢  
が得られる。これより、遷移確率は、 








4sin ∆𝑇 2ℏ⁄∆ |𝑢 | 𝑃(𝜔,𝜃,𝜙)𝑑𝜔𝑑Ω 






|𝑢 | 𝑃(𝜔 ,𝜃,𝜙)𝑑Ω (4 − 1) 
となる。ここで ℏ𝜔 = 𝐸 − 𝐸  である。これは入射強度（単位時間に単位面積
を貫くエネルギー）の観点から、 





ℏ𝜔 𝑐 𝑖 (𝜔 ,𝜃,𝜙)𝑑Ω (4 − 2) 
となる。双極子近似法を用いると、 
𝑢 = 2𝜋ℏ𝜔 𝑒𝑚 (𝒑𝒍𝒌 ∙ 𝒆) = 2𝜋ℏ𝜔 𝑒𝜔 (𝒙𝒍𝒌 ∙ 𝒆) 
となり、単位時間当たりの全吸収確率、 4𝜋 𝑒
ℏ 𝑐 (𝒙𝒍𝒌 ∙ 𝒆) 𝑖(𝜔 ,𝜃,𝜙) 𝑑Ω (4 − 3) 
が得られる。 
状態 l から状態 k への遷移を伴う自然放出の確率 
単位時間あたりの自然放出の確率 = 2𝜋
ℏ (2𝜋𝑐) |𝑢 | 𝜔 𝑑Ω 
また状態 k から状態 l への遷移を伴う光子の吸収の間には式（4-1）より|𝑢 | =|𝑢 |という逆の関係があることは明らかである。この関係は、特定の光子の状
態が占有される確率 𝑛(𝜔 ,𝜃,𝜙) の概念から簡単に説明することができる。振




𝑃(𝜔,𝜃,𝜙)𝑑𝜔𝑑Ω = 𝜔(2𝜔𝑐) 𝑛(𝜔,𝜃,𝜙)𝑑𝜔𝑑Ω 
となる。吸収確率を 𝑛(𝜔,𝜃,𝜙) で表す。 
単位時間あたりの遷移確率 = 2𝜋
ℏ




ある状態から光子が吸収される単位時間あたりの確率（状態にある光子 1 個あたり）= 光子がその状態に自然放出される単位時間あたりの確率  
となる。以下では、状態ごとの平均光子数を n (ω,θ,φ)とすると、1 つの状態
に複数の光子が存在する場合であっても、式（4-4）が正しいことを示している。 
始めの状態が同じ光子状態の 2 つの光子で構成されている場合、これら 2 つ
を区別することはできないため、始状態の統計的な重みは 1/2! となる。このプ
ロセスの統計的な重みを振幅の 2 乗で表すと、単位時間あたりの遷移確率は、
1 つの光子状態に 1 つの光子しかない場合の 2 倍になることがわかる。始めに






入射した 3 つの光子のうちの 1 つが吸収された場合でも、吸収されなかった
光子が入れ替わる可能性がある。この過程では、始状態の統計的な重みは 1/3!、
終状態の統計的な重みは 1/2!、となるので振幅は 6 となる。したがって、遷移
確率は始状態ごとに 1 個の光子がある場合の(1/3!)×(1/2!)×62 =3 倍となる。一
般に、初めの光子状態ごとに n 個の光子がある場合の遷移確率は、光子状態ご
とに 1 個の光子がある場合の n 倍となり、n(ω,θ,φ)を状態ごとの光子の平均
数とすると、式（4-4）が正しいことがわかる。 
光子の放出をもたらす遷移には、光子の入射によって誘発される場合もある。





1 個の光子を原子に入射すると 2 個の光子が放出される過程であるが、放出
される 2 個の光子は互いに区別がつかない。終状態の統計的な重みは 1/2!であ
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双極子近似での選択則 
双極子近似において、考慮すべき行列要素は、 
𝒙𝒊𝒇 = 𝛹∗ 𝒙 𝛹 d𝑣𝑜𝑙 
である。𝒙𝒊𝒇の成分は 𝑥 ，𝑦 ，𝑧  なので、 
遷移確率 ≈ 𝑥 + 𝑦 + 𝑧  
が満たされる。選択則は、この行列要素を 0 にする条件で決まる。例えば、水
素の始状態と終状態が S 状態（球対称）であれば、𝒙𝒊𝒇 = 𝟎 となり、これらの
状態間遷移は「禁止」される。しかしながら、P 状態から S 状態への遷移では 𝒙𝒊𝒇 ≠ 𝟎 なので、「許容」されることになる。 
一般に、1 個の電子の遷移での選択則は、 ∆𝐿 = ±1 
である。このことは、座標 x、y、z が基本的にルジャンドル多項式 P1 で表され
ることからわかる。始状態の軌道角運動量を n とすると、波動関数は多項式 Pn 
を含むことになる6。P1 と Pn には、 
36 
𝑃 𝑃 = 12𝑛 + 1 𝑛𝑃 + (𝑛 + 1)𝑃  
の関係がある。したがって、行列要素が 0 とならないことは終状態の角運動量
が𝑛 ± 1となり、波動関数は 𝑃 または 𝑃  のいずれかを含むことになる。 
複雑な原子（2 個以上の電子）の場合のハミルトニアンは、 
𝐻 = 12𝑚 𝑷 − 𝑒𝑐 𝑨(𝒙 ) + クーロン項  
となる。遷移確率は |𝑃 | = |∑ (𝑷 ) | に比例する。和は原子内の電子に対
して行う。これまでに示したように (𝑷 )  は定数まで (𝒙 )  と同じであり、
遷移確率は 
|𝑥 | = (𝑥 )  
に比例している。 
特に、2 個の電子の場合、行列の要素は、 
𝛹∗ (𝒙 ,𝒙 )(𝒙𝟏 + 𝒙𝟐)𝛹 (𝒙𝟏,𝒙𝟐)𝑑𝒙 𝑑𝒙  
で計算できる。ここで (𝒙𝟏 + 𝒙 ) は、座標の回転における角運動量が 1 である
「モノ」の波動関数と同様に振る舞う。初期状態において「モノ」が原子と相
互作用しない場合、積 (𝒙𝟏 + 𝒙𝟐)𝛹 (𝒙𝟏,𝒙𝟐) は、形式的に、全角運動量が J1+1、
J1、J1－1 の 3 つの値を持つ（原子＋モノ）の波動関数と見なすことができる。
したがって、終状態の角運動量 J は 𝐽 ± 1、𝐽  の 3 つの値のいずれかを持つこ




せたときの振る舞いを意味する。つまり、 𝛹(−𝒙 ,−𝒙𝟐,⋯ ) = +𝛹(𝒙 ,𝒙 ,⋯ ) 




双極子近似に関する行列要素での積分変数を x ＝－x′と変換した結果は、 
𝒙𝒊𝒇 = 𝛹∗ (𝒙) 𝑥 𝛹 (𝒙)𝑑 𝒙 = 𝛹∗ (−𝒙 )(−𝒙 )𝛹 (−𝒙 )𝑑 𝒙  
となる。Ψ  のパリティが Ψ  のパリティと同じであるなら、 𝒙 = −𝒙 = 0 
となる。許容遷移においては、パリティが変化するという規則を採用する。電
子が 1 個の原子では、L がパリティを定めないため、∆𝐿 = 0 は禁止される。多
電子原子では、L はパリティを定めない（個々の電子の角運動量は、ベクトル
和でなく、代数的な和で決定される）ため、遷移 ∆𝐿 = 0 は許容される。ただ
し、光子は常に角運動量が 1 であるため、0→0 の遷移は常に禁止される。 
全波動関数は、偶または奇のいずれかのパリティを持つ。このことは、（外部
磁場がない場合の）ハミルトニアンにパリティ演算子を作用しても不変である
ことからわかる。つまり、𝐻𝛹(𝒙) = 𝐸𝛹(𝒙) であれば、𝐻𝛹(−𝒙) = 𝐸𝛹(−𝒙) とな
る。それゆえに、状態が縮退していなければ、𝛹(−𝒙) = 𝛹(𝒙) または 𝛹(−𝒙) =−𝛹(𝒙) のいずれかが成り立つ。 状態が縮退していれば、𝛹(−𝒙) ≠ 𝛹(𝒙) の可能
性もあるが、その場合、完全な解は、線形結合 
          𝛹(𝒙) + 𝛹(−𝒙)       偶パリティ 











𝛹∗ (𝒆 ∙ 𝒑)e 𝑲∙𝒙 𝛹 𝑑 𝒙 
に対して、双極子近似では 𝑒 𝑲∙𝒙 を 1 に置き換える。これが 0 になると、前述
のように遷移が禁止される。より高次項あるいは四重極近似で考えてみる。す
なわち、e 𝑲∙𝒙 を 1 − 1 𝑲 ∙ 𝒙⁄  に置き換えると、行列要素 
−𝑖 𝛹∗ (𝒆 ∙ 𝒑)(𝑲 ∙ 𝒙)𝛹  𝑑 𝒙 
が得られる。z 方向に向かう光が x 方向に偏光しているなら、 
−𝑖𝐾 𝛹∗ (𝑝 𝑧)𝛹 𝑑 𝒙 = −𝑖𝐾 (𝑝 𝑧)  
と計算され、遷移確率は、 (𝐾) (𝑝 𝑧)  
に比例していることがわかる。これに対して双極子近似では、 (𝑝 )  
に比例する。これにより、四極子近似における遷移確率は (𝐾𝑎) = 𝑎 𝜆⁄  の
オーダーであるので、双極子近似で得た値より小さいことがわかる。ここで、
a は原子半径のオーダーで、𝜆 は放出される電磁波の波長である。 
 
問題：𝐻(𝑥𝑧) − (𝑥𝑧)𝐻 = ℏ (𝑝 𝑧 + 𝑥𝑝 )と ℏ (𝑝 𝑧 + 𝑥𝑝 ) = (𝑥𝑧) (𝐸 − 𝐸 ) 
を示しなさい。ヒント： 𝑝 𝑧 は、 
𝑝 𝑧 = 12 (𝑝 𝑧 + 𝑥𝑝 ) + 12 (𝑝 𝑧 − 𝑥𝑝 ) 
として計算するとよい。 
前に考えた問いから、右辺第 1 項は xz と定数を含めて同じであることがわ
かる。xz は角運動量 2・偶パリティの波動関数と同様に振る舞う。第 2 項は、
角運動量演算子 Ly そのもので角運動量 1 の波動関数の同様に振る舞い、偶パ
リティとなる。それゆえ、第 1 項に対応する選択規則は、パリティ不変である ∆𝐽 = ±2, ±1,0 となることがわかる。このような放射を電気四重極という。𝑝 𝑧 
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の第 2 項の選択則は∆𝐽 = ±1,0で、パリティは不変である。これに対応する放射
を磁気双極子という。なお、∆𝐽 = ±2でなければ、角運動量やパリティの変化を
みても、2 つのタイプの放射を区別することはできない。∆𝐽 = ±1,0の場合は、
放射の偏光によってのみ区別できる。このため、これら 2 つのタイプが同時に
発生すると干渉を起こすこともある。 







選択則を 21（2 は多極次数、1 は角運動量の変化）と記述とでわかりやすく表
現できる。 
パリティの初めと終わりの値の積が (−1)  で、可能な限り低い多極子の
次数が 𝐽 − 𝐽  である、いわゆるパリティ優先の遷移では、表 5-1 の縦の破線で
囲まれた多極子の種類の遷移確率はほぼ等しいことがわかった7。しかし、パリ
ティの積が  (−1)  で、 も低い多極子次数が 𝐽 − 𝐽 + 1 のようなパリ
ティ非有利な遷移では、このようにはならない場合がある。 
 
表 5-1 遷移分類とその選択則 
 電気双極子 磁気双極子 電気 4 重極 磁気 4 重極 電気 8 重極 
光子 角運動量 1 1 2 2 3 
パリティ 奇 偶 偶 奇 奇 
放出の 
選択則 
パリティ変化 Yes No No Yes Yes 
全変化 ±1，0 ±1，0 ±2, ±1,0 ±2, ±1,0 ±3, ±2, ±1,0 
角運動量∆𝐽 No 0→0 No 0→0 No 0→0 12 → 12 
0→1 
No 0→0 12 → 12 
0→1 




第 6 回講義 
放射平衡 
ある系が平衡状態にある場合、エネルギーが ℏ𝜔 だけ異なる 2 つの状態、例
えば、l 状態と k 状態にある単位体積あたりの原子数の比は、統計力学に従え
ば、 𝑁𝑁 = e = e ℏ ⁄  
で与えられる。系が平衡状態にあることから、光子 ℏ𝜔 の吸収によって単位時
間あたりに状態 k から l に遷移する原子の数は、放出によって l から k に遷移
する原子の数と等しくなければならない。振動数𝜔の光子が単位体積あたり n
個存在するとすると、吸収の確率は n に比例し、放出の確率は n+1 に比例す
る。すなわち、 𝑁 𝑛 = 𝑁 (𝑛 + 1) 
あるいは、 𝑛 + 1𝑛 = 𝑁𝑁 = eℏ ⁄  







いる 2 つの光子は、次のベクトルポテンシャルで表される。 
𝑨 = 2𝜋ℏ𝑐𝜔 𝒆𝟏e ( 𝑲𝟏∙𝒙) 




れにより決定される数は、初状態 k にある原子が、時間 T の間に、摂動 A＝A1




 𝐴 = 𝛿 exp −𝑖 𝐸 ℏ⁄ 𝑇− 𝑖 ℏ⁄ exp −𝑖 𝐸 ℏ⁄ (𝑇 − 𝑡 ) 𝑈 (𝑡 )exp −𝑖 𝐸 ℏ⁄ 𝑡 𝑑𝑡
+ 𝑖
ℏ
exp −𝑖 𝐸 ℏ⁄ (𝑇 − 𝑡 ) 𝑈 (𝑡 )
× exp −𝑖 𝐸 ℏ⁄ (𝑡 − 𝑡 ) 𝑈 (𝑡 )exp −𝑖 𝐸 ℏ⁄ 𝑡 𝑑𝑡 𝑑𝑡  
双極子近似を適用すると、 
𝑈 = ∆𝐻 = 𝑒𝑚𝑐 (𝒑 ∙ 𝑨) + 𝑒2𝑚𝑐 (𝑨 ∙ 𝑨) 
となる。ただし、スピンを無視した。 
A を定めるいくつかの積分は、2 つのベクトルポテンシャルの各々1 回のみ
現れなければならない。したがって 初の積分では、U の 1 項目の 𝒑 ∙ 𝑨 は Ulk 
には現れない。積 𝑨 ∙ 𝑨 = (𝑨𝟏 + 𝑨𝟐) ∙ (𝑨𝟏 + 𝑨𝟐) は、結合項 2𝑨𝟏 ∙ 𝑨𝟐 のみが寄与
する。第 2 の積分では𝑨 ∙ 𝑨 の寄与はなく、2 つの和が寄与する。1 項目は 𝒑 ∙ 𝑨𝟐
に基づく Uln と 𝒑 ∙ 𝑨𝟏に基づく Unk が含まれる。2 項目は、𝒑 ∙ 𝑨𝟏に基づく Uln 
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と 𝒑 ∙ 𝑨𝟐に基づく Unk を持つ。これらの 2 つの項の結果、時間順序は模式的で
はあるが図 6-2 に表される。 
1 項目から生じる積分は、詳細に説明しないが、次のようになる。 
(𝒑 ∙ 𝑨𝟏) = 2𝜋ℏ𝑐𝜔 (𝒑 ∙ 𝒆𝟏) e  




 2𝜋√𝜔 𝜔 (𝒑 ∙ 𝒆𝟐) (𝒑 ∙ 𝒆𝟏)  
× exp −𝑖 𝐸 ℏ⁄ (𝑇 − 𝑡 ) + 𝑖𝜔 𝑡 × exp −𝑖 𝐸 ℏ⁄ (𝑡 − 𝑡 ) − 𝑖𝜔 𝑡
× exp −𝑖 𝐸 ℏ⁄ 𝑡 𝑑𝑡 𝑑𝑡  
この積分は、遷移確率に関して少し前に検討した積分と同じで、その和は、 2𝜋√𝜔 𝜔 (𝒑 ∙ 𝒆𝟏) (𝒑 ∙ 𝒆𝟐) e sin 𝑇 ∙ ∆ ℏ⁄ / 𝐸 − 𝐸 + ℏ𝜔 ∙ ∆  
となる。ここで ∆= 𝐸 + ℏ𝜔 − 𝐸 − ℏ𝜔  であり、位相𝜙は n に依存しない。
これらの結果から、エネルギー項 𝐸 + ℏ𝜔 ≈ 𝐸 + ℏ𝜔  のみが重要であること






|𝑀| 𝜔2𝜋 𝑑Ω  = 𝜎𝑐 (6 − 1) 
と表される。ここで M は、𝜔 で積分し、𝑒 で平均して、Alk から決定される。
そして断面積σは、 
𝜎𝑑Ω = 𝑒𝑚 𝑐 𝜔𝜔 𝑑Ω 1𝑚 (𝒑 ∙ 𝒆𝟐) (𝒑 ∙ 𝒆𝟏)𝐸 + ℏ𝜔 − 𝐸 + (𝒑 ∙ 𝒆𝟏) (𝒑 ∙ 𝒆𝟐)𝐸 − 𝐸 − ℏ𝜔 + 1𝑚𝑐 (𝒆𝟏 ∙ 𝒆𝟐)𝛿  (6 − 2) 
である。 
総和の 初の項は前述の「第 1 項」から、2 番目の項は「第 2 項」から得ら
れた。絶対値内の 後の項は A･A に由来している。 𝑙 ≠ 𝑘 であれば散乱は非干渉性（インコヒーレント）で、この結果を「ラマン
効果」という。𝑙 = 𝑘 であれば散乱はコヒーレントである。 




仮に𝜔 = 𝜔  （コヒーレント散乱）とすると、さらに ℏ𝜔  は 𝐸 − 𝐸  に大変
近く、𝐸 は原子の可能なエネルギー準位であるとする。そうすると、n 以上の
和の中の 1 つの項が非常に大きくなり、残りの項を支配する。 この結果を「共
鳴散乱」という。𝜎 を𝜔 に対してプロットすると、このような𝜔の値では、断




































マクスウェル方程式を不変のものとする座標変換がローレンツ変換である。 𝑥 = 𝑥 − 𝑣𝑡1 − 𝑣𝑐 = 𝑥 cosh𝑢 − 𝑐𝑡 sinh𝑢 𝑦 = 𝑦,   𝑧 = 𝑧,  
𝑡 = 𝑡 − 𝑥𝑣𝑐1 − 𝑣𝑐 = −
𝑥𝑐 sinh𝑢+ 𝑡 cosh𝑢 
ここで 𝑢 = 𝑣 𝑐⁄  である。これ以後、表示を簡単にするため、光速 c を 1 とし
た単位系を使う。類似性を示すため、座標原点まわりに θ回転させる変換式を
記しておく。 𝑥 = 𝑥 cos𝜃 + 𝑦 sin𝜃 𝑦 = −𝑥 sin𝜃 + 𝑦 cos𝜃 






ンソル算を使うとよい。このため、x、y、z、ct の 4 つの座標成分をセットと
して統一的に変換する 4 元ベクトルを定義する。4 つの成分のうちどの成分か
を区別するために添字 𝜇 を次のようにして用いる。 𝑥 = 𝑥,       𝑥 = 𝑦,       𝑥 = 𝑧,       𝑥 = 𝑡 
次の量は 4 元ベクトルである。 
− 𝜕𝜕𝑥  ,   − 𝜕𝜕𝑦  ,   − 𝜕𝜕𝑧  ,   + 𝜕𝜕𝑡   ：  ∇    4 次元勾配 𝑗  ,   𝑗  ,   𝑗  ,   𝜌  ：  j    電流 と電荷 密度 𝐴  ,   𝐴  ,   𝐴  ,   𝜑  ：  A    ベクトル とスカラー ポテンシャル 𝑝  ,   𝑝  ,   𝑝  ,   𝐸  ∶   p    運動量と全エネルギー10 
不変量とは、ローレンツ変換をしても変化しない量のことである。2 つの 4
元ベクトル𝑎 、𝑏 が不変量であるなら、その積 𝒂 ∙ 𝒃 = 𝑎 𝑏 ≡ 𝑎 𝑏 − 𝑎 𝑏 − 𝑎 𝑏 − 𝑎 𝑏  
も不変量となる。和記号(Σ)を書かなくてもよいように、次のような和の約束
を用いる。同じ添字が 2 回出てきたら、第 1 成分、第 2 成分、第 3 成分の前に
マイナスをつけて、その上で和をとる。連続式のローレンツ不変性は、4 ベク
トル𝛻 と𝑗 の「積」として記すことで、次のように簡単に示すことができる。 
𝛻 𝑗 = 𝛻 𝑗 − 𝛻 𝑗 − 𝛻 𝑗 − 𝛻 𝑗 = 𝜕𝜌𝜕𝑡 + 𝜕𝑗𝜕𝑥 + 𝜕𝑗𝜕𝑦 + 𝜕𝑗𝜕𝑧  
ある系で電荷が保存されていれば、全系で保存されるということは、この「積」
である 4 元発散 𝛁 ∙ 𝒋 が不変量であることの結果であり、もう一つの不変量は、 𝑝 𝑝 = 𝒑 ∙ 𝒑 = 𝐸 − 𝑝 − 𝑝 − 𝑝 = 𝐸 − 𝑝 = 𝑚  
である。ここで、E は全エネルギー、m は静止質量、mc2 は静止エネルギー、
pは運動量である。すなわち、 𝐸 = 𝑝 + 𝑚  
のことである。また、自由粒子の波動関数 exp − 𝑖 ℏ⁄ (𝐸𝑡 − 𝒑 ∙ 𝒙)  の位相、 
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𝐸𝑡 − 𝒑 ∙ 𝒙 = 𝐸𝑡 − 𝑝 𝑥 − 𝑝 𝑦 − 𝑝 𝑧 = 𝑝 𝑥  




入射粒子     標的粒子 
    実験室系                 重心系 
図 6-4 
 𝑝 𝑝 = 𝐸 𝑚 = 𝐸 + 𝑝  
しかし、 𝑝 = 𝐸 −𝑚  ,             𝐸 𝑚 = 2𝐸 −𝑚  
それと 
𝐸 = 12𝑚(𝐸 + 𝑚) 
である。電磁学の式 𝑩 = 𝛁 × 𝑨 と 𝑬 = −(1 𝑐⁄ )(𝜕𝑨 𝜕𝑡⁄ ) − 𝛁𝜙 を 4 元ベクトルで
表すと、 𝐵 = 𝜕𝐴 𝜕𝑦⁄ − 𝜕𝐴 𝜕𝑧 = −∇ 𝐴 + ∇ 𝐴⁄  𝐵 = 𝜕𝐴 𝜕𝑧⁄ − 𝜕𝐴 𝜕𝑥 = −∇ 𝐴 + ∇ 𝐴⁄  𝐵 = 𝜕𝐴 𝜕𝑥⁄ − 𝜕𝐴 𝜕𝑦 = −∇ 𝐴 + ∇ 𝐴⁄  𝐸 = −𝜕𝐴 𝜕𝑡⁄ − 𝜕𝜙 𝜕𝑥 = −∇ 𝐴 + ∇ 𝐴⁄  𝐸 = −𝜕𝐴 𝜕𝑡⁄ − 𝜕𝜙 𝜕𝑦 = −∇ 𝐴 + ∇ 𝐴⁄  𝐸 = −𝜕𝐴 𝜕𝑡⁄ − 𝜕𝜙 𝜕𝑧 = −∇ 𝐴 + ∇ 𝐴⁄  
 
48 
となる。ここでは、φが 4 元ベクトルポテンシャル𝐴 の第 4 成分であることを
利用した。これらから、𝐵 、𝐵 、𝐵 、𝐸 、𝐸 、𝐸  は 2 階テンソルの成分であ
ることがわかり、次のように整理できる。 𝐹 = ∇ 𝐴 − ∇ 𝐴 (7 − 1) 
このテンソルは、反対称（𝐹 = −𝐹 ）で対角項（𝜇＝𝜈）が 0 である。した








マクスウェル方程式 𝛁 × 𝑩 = 4𝜋𝑱 + (𝜕𝑬 𝜕𝑡⁄ ) と 𝛁 ∙ 𝑬 = 4𝜋𝜌 は、 ∇ 𝐹 = 4𝜋𝑗 (7 − 2) 
とまとめて記述できる。ここで 𝜈 = 1,2,3,4、𝑗 = 𝑗 , 𝑗 = 𝑗 , 𝑗 = 𝑗 , 𝑗 = 𝜌 で𝜇 
は総和記号（Σ）の添え字である。𝜈 = 1,2,3 は回転（∇ ×）式の 3 成分、𝜈 = 4  
は発散（∇ ∙）の式から得た。 
式（7-1）を式（7-2）に代入すると、ポテンシャル𝐴  が満たす方程式 ∇ ∇ 𝐴 − ∇ ∇ 𝐴 = 4𝜋𝑗  
が得られる。しかし、ポテンシャル𝐴  は一意（唯一）ではなく、次のポテンシャル 𝐴 = 𝐴 + ∇ 𝜒 (7 − 3) 
（𝜒 は任意のスカラー関数）でも上記の方程式を満たす。このようなポテン
シャルの変化や変換は、（歴史的な理由から）ゲージ変換と言われている(□2𝜒 =0 を満たす𝜒 が任意であることから、𝐴  は一意的に定まらない11)。ここでは、
ポテンシャルが、ローレンツ条件と言われている ∇ 𝐴 = 0 (7 − 4) 
を満たすように変換されていると仮定することで、ポテンシャルをより明確に




∇ 𝑨 − 𝜕 𝑨𝜕𝑡 = −4𝜋𝒋 (7 − 5 ) 
∇ 𝜙 − 𝜕 𝜙𝜕𝑡 = −4𝜋𝜌 
と同じである。式（7-5）を□2𝐴 = −4𝜋𝑗 （□2 はダランベール演算子あるいは
ダランベルシアンという12。□2＝∇ − (𝜕 𝜕𝑡⁄ ) = −∇ ∙ ∇）と記すこともある。こ
のゲージの選択は、古典電磁気学で通常使われる 
𝛁 ∙ 𝑨 + 𝜕𝜙𝜕𝑡 = 0 (7 − 4 ) 
である。 
 
第 8 回講義 
真空中のマクスウェル方程式の解 
真空中での波動方程式 
□2𝐴 = −4𝜋𝑗 = 0 
の平面波解は、 𝐴 = 𝑒 e 𝒌∙𝒙 
であり、𝑒  と 𝑘 を一定ベクトルであり、それに𝑘 は 𝑘 𝑘 = 𝒌 ∙ 𝒌 = 0 
の条件のもと得られる。このことは、∇  が e ∙  に作用すると 𝑖𝑘  を掛ける
効果があることからもわかる（直行座標においては∇ は 𝑒  に作用しない）。こ
れにより、 −□ 𝐴 = ∇ ∇ 𝐴 = ∇ −𝑖𝑒 𝑘 e ∙ = −𝑒 (𝑘 𝑘 )e ∙  
となる。なお、これらの操作において ∇ 𝐴  は 2 階テンソルを形成し、∇ ∇ 𝐴  
は 3 階テンソルを形成し、さらに添字𝜈 の縮約で 1 階テンソル（ベクトルのこ
と）となる。 𝑘  は、  𝑘 = 𝜔,𝐾 ,𝐾 ,𝐾 = (𝜔,𝑲) 
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であり、伝播ベクトルの成分で、よく使われているの記述で表すと exp(−𝑖𝑘 ∙ 𝑥) = exp −𝑖(𝜔𝑡 − 𝑲 ∙ 𝒙)  
なので、条件 𝒌 ∙ 𝒌 = 0 は 𝜔 −𝑲 ∙ 𝑲 = 0 
を意味することになる。 
 
問題：ローレンツ条件 ∇ 𝐴 = 0 
が、𝒌 ∙ 𝒆 = 0 を意味していることを示しなさい。 
3 次元の場合、一般的に、偏光ベクトル e を𝑲 ∙ 𝒆 = 0 、スカラーポテンシャ
ルを 𝜙 = 0 とする。しかし、これは一意的な条件ではない。相対論的不変とは
なっていないし、1 つの座標でのみで成り立つ条件である。この条件は、𝑲 ∙ 𝒆 =0 が存在する系に何らかの一意性を付与するパラドックスで、相対論とは相容
れない事態にある。しかしながら、この「パラドックス」は場 𝐹  は変えずに
e を変わる。これは常にゲージ変換が可能であるということから解決できた。
したがって、ある系で 𝑲 ∙ 𝒆 = 0 を選ぶことは、あるゲージを選択することに
つながる。 
式（7-3）のゲージ変換は、 𝑨 = 𝑨 − ∇𝜒 𝜙 = 𝜙 + (𝜕𝜒 𝜕𝑡⁄ ) 
と書き換えられる。ここで 𝜒 はスカラー関数である。しかし𝛁 ∙ 𝑨 = 0 なので、
ローレンツ条件式（7-3）は、 ∇ ∙ 𝑨 = ∇ ∙ 𝑨 + 𝛁 ∙  𝜒 
としても 
□2𝜒 = 0 
としても成り立つ。この方程式は解 𝜒 = 𝑖𝛼e ∙  を持つため、これを代入する




𝑒 = 𝑒 + 𝛼𝑘  
が、ゲージ変換によって得られる新しい偏光ベクトルとなる。通常の記載をす
ると、 𝒆 = 𝒆 + 𝛼𝑲 𝑒 = 𝑒 + 𝛼𝜔 
となる。したがって、どのような座標系であっても、定数𝛼を選択することで、 𝑲 ∙ 𝒆 = 𝑲 ∙ 𝒆 + 𝛼𝑲 ∙ 𝑲 = 𝑲 ∙ 𝒆 + 𝛼𝜔 𝑐⁄  
を消去することができる。 
微分の順序は重要ではないので ∇ ∇ 𝜒 ≡ ∇ ∇ 𝜒 とすれば、ゲージ変換に





しかし別の量、 𝑑𝑧 𝑑𝑠 = 𝑑𝑡 𝑑𝑠⁄ 、 𝑑𝑥 𝑑𝑠⁄ 、 𝑑𝑦 𝑑𝑠⁄ 、 𝑑𝑧 𝑑𝑠⁄⁄  
ここで、𝑑𝑧 = 𝑑𝑡,𝑑𝑥,𝑑𝑦,𝑑𝑧 は粒子の経路の要素、ds は固有時間を示し、 𝑑𝑠 = 𝑑𝑡 − 𝑑𝑥 − 𝑑𝑦 − 𝑑𝑧  
である。速度の 4 元ベクトル表示を 4 元速度𝑢 という。𝑑𝑠 を𝑑𝑡 で割ると固有
時間と局所時間の関係、 (𝑑𝑠 𝑑𝑡⁄ ) = 1 − 𝑣  
が得られる。通常の速度の成分は次の関係がある。 𝑑𝑥 𝑑𝑠⁄ = (𝑑𝑥 𝑑𝑡⁄ )(𝑑𝑡 𝑑𝑠⁄ ) = 𝑣 1 − 𝑣⁄  𝑑𝑦 𝑑𝑠 = 𝑣 1 − 𝑣⁄⁄  𝑑𝑧 𝑑𝑠 = 𝑣 1 − 𝑣⁄⁄  𝑑𝑡 𝑑𝑠 = 1 1 − 𝑣⁄⁄  
これらから、 
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𝑢 𝑢 = 11 − 𝑣 − 𝑣1 − 𝑣 − 𝑣1 − 𝑣 − 𝑣1 − 𝑣 = 1 − 𝑣1 − 𝑣 = 1 
と 𝑢 𝑢 = 1 となる。また、4 元運動量は、 𝑝 = 𝑚𝑢 = 𝑚 1 − 𝑣⁄ 、𝑚𝑣 1 − 𝑣⁄ 、𝑚𝑣 1 − 𝑣⁄ 、𝑚𝑣 1 − 𝑣⁄  
で定義される。 
なお、𝑝 = 𝑚 √1 − 𝑣⁄  は全エネルギーE である。通常の表記での運動量 P
は、 𝑷 = 𝐸𝒗 
で与えられる13。ここで v は通常の速度である。 
速度のように、𝑑(運動量) 𝑑𝑡⁄ で定義されている通常の力の成分を 4 元ベクト
ルの成分として記述することはできない。しかし、4 元運動量を使った次の物
理量 
𝑓 = 𝑑𝑝𝑑𝑠  
を定めて、 
𝑓 = 𝑑 𝑚𝑣 √1 − 𝑣⁄𝑑𝑡 𝑑𝑡𝑑𝑠 = 𝐹√1 − 𝑣 、 μ = 1,2,3 
とすることにより、4 元力を定義することはできる。ここで、𝐹  は通常の（3
次元的な）力である。この第 4 成分は、 
𝑓 = 力√1 − 𝑣 = エネルギーの変化率√1 − 𝑣 = 𝑑 𝑚 √1 − 𝑣⁄ 𝑑𝑡√1 − 𝑣  
となる。このことは、𝑚 √1 − 𝑣⁄  が全エネルギーを意味し、通常の力の性質より、 𝑃𝑜𝑤𝑒𝑟 = 𝑭 ∙ 𝒗 = 𝑑𝑑𝑡 𝑚𝒗√1 − 𝑣 ∙ 𝒗 
= 𝑚2 𝑣(1 − 𝑣 ) ⁄ + 1√1 − 𝑣 𝑑𝑣𝑑𝑡  




のようになる。 𝑑𝑝𝑑𝑠 = 𝑓 = 𝑚𝑑 𝑧𝑑𝑠 (8 − 1) 
通常のローレンツ力は、 𝑭 = 𝑒(𝑬 + 𝒗 × 𝑩) (8 − 2) 
であり、エネルギーの変化率は、 𝑭 ∙ 𝒗 = 𝑒𝑬 ∙ 𝒗 
と書ける。また、4 元力の定義から 
𝒇 = 𝑒(𝑬 + 𝒗 × 𝑩)√1 − 𝑣  
と表せ、第 4 成分は 𝑓 = 𝑒𝑬 ∙ 𝒗√1 − 𝑣  
と書ける。 
 
問題：前述の f と f4 の式が 𝑓 = 𝑒𝑢 𝐹  
と等価であることを示し、ニュートンの運動の方程式の相対論的修正が 
𝑚𝑑 𝑧𝑑𝑠 = 𝑒 𝑑𝑧𝑑𝑠 𝐹 (8 − 3) 
となることを示しなさい。また、これが 𝑑𝑑𝑠 𝑑𝑧𝑑𝑠 = 0 
を意味することも示しなさい。 
 
通常考えれば荷電粒子の運動方程式は、 𝑑 𝑚𝒗 √1 − 𝑣⁄𝑑𝑡 = 𝑒(𝑬 + 𝒗 × 𝑩) (8 − 4) 
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と書ける。ラグランジュ形式を用いて運動方程式を導出する。ラグランジュの
方程式は、 𝑑𝑑𝑡 𝜕𝐿𝜕𝑣 − 𝜕𝐿𝜕𝑥 = 0 
であり、このラグランジアンは、 𝐿 = −𝑚 1 − 𝑣 − 𝑒𝜙 + 𝑒𝑨 ∙ 𝒗 (8 − 5) 
である。また、x に共役な運動量は 𝜕𝐿 𝜕𝑣⁄  あるいは、 𝑷 = 𝑚𝒗√1 − 𝑣 + 𝑒𝑨 
で与えられる。これに対応するハミルトニアンは、 𝐻 = 𝑒𝜙 + (𝑷 − 𝑒𝑨) + 𝑚 (8 − 6) 
であり、(𝐻 − 𝑒𝜙) − (𝑷 − 𝑒𝑨)  を満たす。ハミルトニアンの考えを共変または
4 次元形式に適応することは困難である。しかしながら、作用 
𝑆 = 𝐿𝑑𝑡 
を極小値をとるという 小作用の原理は、 
𝑆 = 𝐿𝑑𝑡 = 𝑚 𝑑𝑠 + 𝑒 𝐴 𝑑𝑧𝑑𝑠 𝑑𝑠 
= 𝑚 𝑑𝑧𝑑𝛼 ∙ 𝑑𝑧𝑑𝛼 + 𝑒𝐴 𝑑𝑧𝑑𝛼 𝑑𝛼 
と表せる、素体論的な運動方程式が得られる。なお、定義により 𝑑𝑠𝑑𝛼 = 𝑑𝑧𝑑𝛼 𝑑𝑧𝑑𝛼  
である。興味深いことに、もう一つの「作用」を 
𝑆 = 𝑚2 𝑑𝑧𝑑𝛼 𝑑𝛼 + 𝑒 𝐴 𝑧 𝑑𝑧𝑑𝛼 𝑑𝛼 















        c ＝1  （c ＝299,792,458 m/s） 
        ℏ ＝1   （ℏ＝1.05457187×10―34 J・s） 




Mp ＝陽子の質量＝1836.3m＝938.2MeV（m は電子の質量） 
原子質量（u）＝931.2MeV 
MH ＝水素原子の質量＝1.00815u 
MN ＝中性子の質量＝785eV+ MH 
kT ＝1eV ただし、T ＝11,606K 




相対論的古典力学に従えば、ハミルトニアンは、 𝐻 = (𝒑 − 𝑒𝑨) + 𝑚 + 𝑒𝜙 (9 − 1) 
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で与えられる。運動量 p に量子力学の演算子−𝑖𝛁 を適応した場合、平方根で決
定する演算を定義できない。このため、相対論的量子力学のハミルトニアンは、
古典的な方程式である式（9-1）から直接得ることはできない。しかし、次のよ
うに演算子を二乗して定義することができる。 (𝐻 − 𝑒𝜙) − (𝒑 − 𝑒𝑨) = 𝑚  
そこで、𝐻 = 𝑖 𝜕 𝜕𝑡⁄  とし、 




記に従うと、 𝑖∇ − 𝑒𝐴 𝑖∇ − 𝑒𝐴 𝛹 = 𝑚 𝛹 (9 − 2 ) 
となる。 
 
表 9-1 表記と単位 
本稿の表記 意味 通常の表記 値 
 電子の質量 m  
 エネルギー 𝑚𝑐  510.99keV 
m 運動量 mc 1704dyn・s 
 振動数 𝑚𝑐 ℏ⁄   
 波数 𝑚𝑐 ℏ⁄   
1/m コンプトン波長 ℏ 𝑚𝑐⁄  3.8615× 10 cm 





を記述することができない。 そこで、スピンが 0 であるπ中間子に適応を考え
る。その準備のため、水素原子の適応を示しておく。A＝0 と𝜙 = −𝑍𝑒 𝑟⁄  で、𝛹 = 𝜒(𝑟)exp(−𝑖𝐸𝑡) を式(9 − 2 ) に代入することにより、 
𝐸 + 𝑍𝑒𝑟 𝜒 + 𝛁 𝜒 = 𝑚 𝜒 
となる。 𝐸 = 𝑚 + 𝑊 （ただし、𝑊 ≪ 𝑚 ）とし、𝑉 = −𝑍𝑒 𝑟⁄  として整理すると、 
(𝑊 −𝑉) 𝜒 + 12𝑚𝛁 𝜒 = − 12𝑚 (𝑊 −𝑉) 𝜒 
となる。右辺の項は左辺第 1 項に比べ無視すると、通常のシュレーディンガー





𝜌 = 12 𝛹∗ 𝜕𝛹𝜕𝑡 − 𝛹 𝜕𝛹∗𝜕𝑡 − 𝑒𝜙𝛹𝛹∗ = 確率密度  
𝒋 = − 12 (Ψ∗𝛁𝛹 −𝛹𝛁𝛹∗) − 𝑒𝑨𝛹𝛹∗ = 確率密度流 







□ 𝛹 = 𝑚 𝛹 
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で記される。ここで、□ はダランベール演算子である。この方程式の解を 4 元
ベクトル表示とすると、𝛹 = 𝐴 exp −𝑖𝑝 𝑥  となる。ここで、𝑝 𝑝 = 𝑚  であ
る。これにより、 𝑝 𝑝 = 𝑝 𝑝 − 𝑝 𝑝 − 𝑝 𝑝 − 𝑝 𝑝 = 𝐸 − 𝒑 ∙ 𝒑 









練習問題：𝛹 = exp(−𝑖𝐸𝑡)𝜒(𝑥, 𝑦, 𝑧) が定数 Aと𝜙 を持つクライン-ゴルドン方程























例えば、シュレーディンガー方程式は、 𝐻𝛹 = 𝐸𝛹 
で、ハミルトニアンは、 
𝐻 = 12𝑚 (−𝑖𝛁 − 𝑒𝑨) + 𝑒𝜙 
と記述できる。クライン-ゴルドン方程式は、 (𝐻 − 𝑒𝜙) − (−𝑖𝛁 − 𝑒𝑨) 𝛹 = 𝑚 𝛹 (9 − 3) 
である。 
一方、パウリの方程式 𝐻𝛹 = 𝐸𝛹 のハミルトニアンは、 
𝐻 = 12𝑚 𝝈 ∙ (−𝑖𝛁 − 𝑒𝑨) + 𝑒𝜙 (9 − 4) 
である。これらを比べると、シュレーディンガー方程式にある(−𝑖𝛁 − 𝑒𝑨)  が𝝈 ∙ (−𝑖𝛁 − 𝑒𝑨)  に置き換えられていることがわかる。つまり、相対論的なパウ
リ方程式は、クライン-ゴルドン方程式からのアナロジーで、 
(𝐻 − 𝑒𝜙) 𝛹 − 𝜎 ∙ ℏ𝑖 𝛁 − 𝑒𝑐 𝑨 𝛹 = 𝑚 𝛹 
となると思われるが、これは正しくない。これとよく似たかたちをしているが、
（H を𝑖 (𝜕 𝜕𝑡)⁄ A に置き換えた）である 




𝛹 = 𝛹𝛹  
次のようにすると、ディラックの 初の提案に近い形が得られる。このため
便宜上、 
𝑖 𝜕𝜕𝑡 − 𝑒𝜙 = 𝜋  
−𝑖𝛁 − 𝑒𝑐 𝑨 = 𝝅 
と記す。ここで、関数 𝜒 を (𝜋 + 𝝈 ∙ 𝝅)𝛹 = 𝑚𝜒 で定義する。 
また、式（9-5）から (𝜋 − 𝝈 ∙ 𝝅)𝜒 = 𝑚𝛹 とする。これら一対の方程式を 𝜒 + 𝛹 = 𝛹  𝜒 − 𝛹 = 𝛹  
と記すと（よく使われる形に）書き換えることができる。これより、𝛹と𝜒 の
一対の式を足したり引いたりすることで、 𝜋 𝛹 − 𝝈 ∙ 𝝅𝛹 = 𝑚𝛹  −𝜋 𝛹 + 𝝈 ∙ 𝝅𝛹 = 𝑚𝛹 (9 − 6) 
の関係があることがわかる。これらの 2 つの式は、特定の規則を適用すること
で 1 つの式に記すことができる。ここで、改めて、波動関数から成る行列を、  
𝛹 = ΨΨΨΨ (9 − 7) 
で定義する。ここで、𝛹 と𝛹 は各々行列でることに注意する。すなわち、 
𝛹 = 𝛹𝛹  、       𝛹 = 𝛹𝛹  
で定義できる。 
そこで、γ行列に対して補助的な定義をしておく。 
𝛾 = 1 00 1    0     0    0     00 00 0 −1     0    0 −1 ,         𝜸 =




𝜎 = 0 11 0 ,     𝜎 = 0 −11 0 ,     𝜎 = 1 00 −1  
なので、 
𝛾 =     0     0    0     0 0 11 0    0 −1−1     0 0 00 0  
となる。 𝛹 と𝛹 の 2 元連立方程式（式 9-8）、実際は 4 元連立方程式であるが、これ
は次のように 1 つの方程式にまとめることができる。 𝛾 𝜋 𝛹 − 𝜸 ∙ 𝝅𝛹 = 𝑚𝛹 
これにより、4 元ベクトル記法を使って、ディラック方程式は、 𝛾 𝜋 𝛹 = 𝑚𝛹 




𝛾 𝛾 + 𝛾 𝛾 = ⎩⎨
⎧    0        𝜇 ≠ 𝜈のとき          2        𝜇 = 𝜈 = 4 のとき   −2    𝜇 = 𝜈 = 1,2,3 のとき    




程式との比較においても得られる。例えば、式（9-3）に 𝐻 = 𝑖(𝜕 𝜕𝑡⁄ ) = 𝑖∇  、 𝑒𝜙 = 𝑒𝐴 を代入すると次のように、 
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𝑖∇ − 𝑒𝐴 𝛹 = 𝑚 𝛹 (9 − 10)
4 元ベクトル表示の方程式が得られる。パウリ方程式と同様の表記である式（9-
4）を用いて、𝝈 = 𝜸 とし、𝜎 = 𝛾  を任意（𝝈の 4 元ベクトル表示の定義を行う
ため）に設定して、式（9-4）を、 
𝛾 ℏ𝑖 ∇ − 𝑒𝑐 𝐴 𝛹 = 𝑚 𝛹 (9 − 11) 
式（9-10）と類似形とする。これより、式（9-9）と比較する必要がある。 
さて、パウリ方程式、式（9-4）は、3 次元スカラー積 (𝒑 − 𝑒𝑨)  を単一のス
カラー量 𝝈 ∙ (𝒑 − 𝑒𝑨) の 2 乗で置き換えているところが、シュレーディンガー
方程式とは異なる。同様に、式（9-10）における 4 元ベクトル積 𝑝 − 𝑒𝐴  
を 1 つの量𝛾 𝑝 − 𝑒𝐴  の 2 乗に置き換え、3 次元の 3 つの行列σと同様に、
4 次元の 4 つの行列 𝛾  を用いた表現をする必要がある。このようにして得ら
れた方程式 𝛾 𝑖∇ − 𝑒𝐴 𝛹 = 𝑚 𝛹 (9 − 12) 




𝑖∇ − 𝑒𝐴 − 12 𝑒𝛾 𝛾 𝐹 𝛹 = 𝑚 𝛹 
と等価であることを示しなさい。 
 
第 10 回講義 
γ行列の代数 
前回の講義において、ディラック方程式 𝛾 𝑖∇ − 𝑒𝐴 𝛹 = 𝑚𝛹 (10 − 1) 
を得て、同時に、γ行列の特別な表現 
𝛾 = 1 00 −1 ,      𝛾 , , = 0 𝜎 , ,−𝜎 , , 0 (10 − 2) 
ファインマン講義 量子電磁力学（1） 
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を得た。これらの 4 行 4 列の行列の各要素は、別の 2 行 2 列の行列、 





換関係は、 𝛾 = 1,       𝛾 = 𝛾 = 𝛾 = −1 𝛾 𝛾 , , + 𝛾 , , 𝛾 = 0 (10 − 3) 𝛾 𝛾 + 𝛾 𝛾 = 0,     𝛾 𝛾 + 𝛾 𝛾 = 0,     𝛾 𝛾 + 𝛾 𝛾 = 0 
あるいは、統一表記では、             𝛾 𝛾 + 𝛾 𝛾 = 2𝛿 (10 − 4) 𝛿  = 0               𝜇 ≠ 𝜈 = +1        𝜇 = 𝜈 = 4 = −1        𝜇 = 𝜈 = 1,2,3 




列の積でつくられた行列、 𝛾 𝛾 ,          𝛾 𝛾 ,         𝛾 𝛾 , 𝛾 𝛾 ,         𝛾 𝛾 , 𝛾 𝛾  
のいずれもが 𝛾 ,   𝛾 ,   𝛾 ,   𝛾  のどれとも独立である（これらは後述の線形結合
とはならない）。同様に、次の 3 つの行列の積、 𝛾 𝛾 𝛾 (= 𝛾 𝛾 ) 𝛾 𝛾 𝛾 (= −𝛾 𝛾 ) 𝛾 𝛾 𝛾 = −𝛾 𝛾  𝛾 𝛾 𝛾 (= −𝛾 𝛾 ) 
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となる。 
これらが 3 つの積のすべてである。というのも、もし 3 つの内の 2 つが等し
ければ、その積は 𝛾 𝛾 𝛾 = −𝛾 𝛾 𝛾 = −𝛾  のように１つの行列で表せる。4 つ
の積は、 𝛾 = 𝛾 𝛾 𝛾 𝛾  
このように新しい性質があるので、𝛾  と特別な名が付いている。4 つ以上の
積には、少なくとも 2 つ同じ 𝛾  が含まれているため、3 つ以下の積にするこ
とができる。したがって、線形独立の 16 個の量がある。それらの線形結合に
は、16 個の任意の定数が含まれることになる。これは、このような組み合わせ
が 4 行 4 列の行列で表現されることと一致する。(4 行 4 列の行列がすべてγ行
列の代数で表現できることは数学的に興味深く、これをクリフォード代数ある
いは超複素代数という。もっと簡単な例は、2 行 2 列の行列、いわゆる４元数
の代数で、これはパウリのスピン行列の代数である)。 
 
練習問題：次の 2 つの関係を確かめなさい。まず、 
𝑖𝛾 𝛾 = 𝜎 00 𝜎 ,       𝑖𝛾 𝛾 = 𝜎 00 𝜎 ,       𝑖𝛾 𝛾 = 𝜎 00 𝜎 (10 − 5) 
とαの定義である 
𝛾 𝛾 , , = 0 𝜎 , ,𝜎 , , 0 ≡ 𝜶 
である。またγ行列は頻繁に現れるためγ5 行列を定めておくと便利なので、次
の関係、 
𝛾 = 𝛾 𝛾 𝛾 𝛾 = 𝑖 0 11 0 (10 − 6) 
それに、 𝛾 = −1,            𝛾 𝛾 + 𝛾 𝛾 = 0 (10 − 7) 
を確認しなさい。 
ここで、後で使用するために、新しい記号 𝑎 ≡ 𝑎 𝛾 = 𝑎 𝛾 − 𝑎 𝛾 − 𝑎 𝛾 − 𝑎 𝛾 (10 − 8) 
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を定義しておく。この記号を使って、次の関係を示しておく。 𝑎?⃡? = −?⃡?𝑎 + 2𝒂 ∙ 𝒃,            𝒂 ∙ 𝒃 = 𝑎 𝑏  𝑎 = 𝑎 𝑎  𝑎𝛾 = −𝛾 𝑎 (10 − 9) 
例えば、式（10-9）の 初の式は、 𝑎?⃡? = 𝑎 𝛾 − 𝑎 𝛾 − 𝑎 𝛾 − 𝑎 𝛾 𝑏 𝛾 − 𝑏 𝛾 − 𝑏 𝛾 − 𝑏 𝛾  
として丁寧に計算し、2 つ目の因子を前面に出して交換関係を用いて整理する
ことで確認できる。これを第 1 項で行うと、右カッコ内の 初の項 (𝑏 𝛾 ) の
計算は 𝛾  が自分自身との交換、𝛾 、𝛾 , それに 𝛾 と反交換関係にあることを
使うことにより、 𝑏 𝛾 𝑎 𝛾 + 𝑎 𝛾 + 𝑎 𝛾 + 𝑎 𝛾  





  𝛾 𝑎𝛾 = 𝑎 + 2𝑎 𝛾  
   𝛾 𝛾 = 4 
  𝛾 ⃡𝛾 = −2𝑎 
 𝛾 𝑎?⃡?𝛾 = 4𝑎 ∙ 𝑏 𝛾 𝑎?⃡?𝑐𝛾 = −2𝑐?⃡?𝑎 
（2）次の関係式を冪級数で展開して確かめなさい。 exp (𝑢 2⁄ )𝛾 𝛾 = cosh(𝑢 2⁄ ) + 𝛾 𝛾 sinh(𝑢 2⁄ ) 
66 
exp (𝜃 2⁄ )𝛾 𝛾 = cos(𝜃 2⁄ ) + 𝛾 𝛾 sin(𝜃 2⁄ ) (10 − 10) 





に、波動関数 𝛹 = 𝑆𝛹  を次のように変換する。ここで、S は逆行列𝑆 (𝑆𝑆 =1)を持つとした定数行列である。このディラック方程式は、 𝛾 𝜋 𝑆𝛹 = 𝑚𝑆𝛹 (10 − 12)
となる。𝜋 は位置の関数を加えた微分演算子、また 𝜋  と S は交換可能なので、
この式は 𝛾 𝑆𝜋 𝛹 = 𝑚𝑆𝛹  
とすることができる。この式に逆行列𝑆 を作用させると、 𝑆 𝛾 𝑆𝜋 𝛹 = 𝑚𝑆 𝑆𝛹  
あるいは、 𝛾 𝜋 𝛹 = 𝑚𝛹  
となる。ここで、𝛾 = 𝑆 𝛾 𝑆 であり、この変換 𝛾 = 𝑆 𝛾 𝑆 を等価変換とい
う。この新しく定義したγ行列が、式（10-3）の交換関係を満たすことが容易










同様に変換されると仮定することで証明できる。これは、 𝛾 = 𝛾 − 𝑣𝛾√1 − 𝑣 ,         𝛾 = 𝛾 ,      𝛾 =  𝛾 ,      𝛾 = 𝛾 − 𝑣𝛾√1 − 𝑣    
である。また、𝜋 行列は、2 つの 4 元ベクトル∇ と𝐴 の結合となっているため、
これまでの 4 元ベクトルと同様に変換できる。ディラック方程式の左辺 𝛾 𝜋
は 2 つの 4 元ベクトルの積で、ローレンツ変換不変量である。右辺の m も不




ツ変換には 2 つの可能性があることがわかる。 









𝛾 − ℏ𝑖 𝜕𝜕𝑡 − 𝑒𝜙 𝛹 − 𝜸 ∙ ℏ𝑖 𝛁 − 𝑒𝑨 𝛹 = 𝑚𝛹 
と記載できる。この式に、1𝛾 を左から演算し、項を並べ替えると 
− ℏ𝑖 𝜕𝛹𝜕𝑡 = 𝛾 𝜸 ∙ ℏ𝑖 𝛁 − 𝑒𝑨 + 𝑒𝜙 + 𝛾 𝑚 𝛹 = 𝐻𝛹 
となる。式（10-5）により、H は次のようになる。 
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𝐻 = 𝜶 ∙ ℏ𝑖 𝛁 − 𝑒𝑨 + 𝑒𝜙 + 𝑚𝛽 
ここで、𝛽 = 𝛾 ,    𝛼 , ,  = 𝛾 𝛾 , ,  、式（10-5）、そして、αは次のような交換




練習問題：確率密度 𝜌 = 𝛹∗𝛹 と確率密度流 𝒋 = 𝛹∗𝜶𝛹 が連続方程式 𝜕𝜌𝜕𝑡 + 𝛁 ∙ 𝒋 = 0 
を満たすことを示しなさい。 
注意：𝛹 は 4 成分の波動関数であること、それに 
𝜌 = 𝛹∗𝛹 = (𝛹∗ 𝛹∗ 𝛹∗ 𝛹∗) 𝛹𝛹𝛹𝛹 = 𝛹∗𝛹 + 𝛹∗𝛹 + 𝛹∗𝛹 + 𝛹∗𝛹  𝑗 = 𝛹∗(𝛼 ) 𝛹 = 𝛹∗𝛹 + 𝛹∗𝛹 + 𝛹∗𝛹 + 𝛹∗𝛹  
であることを参考にするとよい。 
 





現として、 𝜌 = 𝛹∗𝛹 𝒋 = 𝛹∗𝜶𝛹,          𝑆.𝑅 (11 − 1) 
を得るために必要である。したがって、すべての表現において真ではない。ディ
ラック方程式は（意味がわかりやすいため、ℏと c を復元した） 
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− ℏ𝑖 𝜕𝛹𝜕𝑡 = 𝐻𝛹,   𝐻 = 𝛽𝑚𝑐 + 𝑒𝜙 + 𝑐𝜶 ∙ ℏ𝑖 𝛁 − 𝑒𝑐 𝑨 (11 − 2) 
となる。（注）なお、参考書としたシッフ『量子力学』に記載されているハミル
トニアンは、𝑒𝜙 項を除くすべての項に負号がついており、このハミルトニア
ンとは異なっている。また、シッフ『量子力学』で使われている波動関数の成分 𝛹 , 𝛹 ,𝛹 ,𝛹  は、それぞれここでの −𝛹 , −𝛹 ,−𝛹 ,𝛹  に対応する。これ
らはすべて、等価変換 𝑆 = 𝑖𝛽𝛼 𝛼 𝛼  が、ここで使われている表現とシッフの
本で使われている表現の違いによる。これは、𝑆 = −1 とした結果、𝑆 = 𝑆と 
𝑆 =     0     0    0     0 1 00 1−1     0    0 −1 0 00 0 = 0 1−1 0  
となることから簡単に確認できる。 
x の期待値は、 〈𝑥〉 = 𝛹∗𝑥𝛹d𝑣𝑜𝑙 = (𝛹∗𝑥𝛹 + 𝛹∗𝑥𝛹 + 𝛹∗𝑥𝛹 + 𝛹∗𝑥𝛹 )d𝑣𝑜𝑙 𝑆.𝑅. 
で求められる。𝛹 が 4 つの成分の波動関数であることを忘れないこと。同様に、
練習として、 〈𝛼〉 = 𝛹∗𝜶𝛹d𝑣𝑜𝑙 
〈𝛼 〉 = (𝛹∗𝛹 + 𝛹∗𝛹 + 𝛹∗𝛹 + 𝛹∗𝛹 )d𝑣𝑜𝑙 𝑆.𝑅. 
を行ってみていただきたい。また、行列要素も形式的には前述と同様に計算で
きる。例えば、 (𝛼) = 𝛹∗𝜶𝛹 d𝑣𝑜𝑙 
となる。A が任意の演算子である場合、その時間微分は、 
𝐴 = 𝑖(𝐻𝐴 − 𝐴𝐻) + 𝜕𝐴𝜕𝑡  
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となる。A＝x であれば、x が H のｐ ∙ 𝜶 を除くすべての項と可換であるため、
結果は明らかに 𝒙 = 𝑖(𝐻𝒙 − 𝒙𝐻) = 𝜶 (11 − 3) 







は完全に受け入れられるものではない。何故なら、𝑥 は p と交換可能な演算子
で、これら 2 つの量を同時に測定できることによる。） 
同様に計算すると、 
(𝒑 − 𝑒𝑨) = 𝑖(𝐻𝑝 − 𝑝 𝐻) − 𝑖𝑒(𝐻𝐴 − 𝐴 𝐻) − 𝑒 𝜕𝐴𝜕𝑡  
= −𝑒 𝜕𝜙𝜕𝑥 + 𝑒𝜶 ∙ 𝜕𝑨𝜕𝑥 − 𝑒(𝜶 ∙ 𝛁)𝐴 − 𝑒 𝜕𝐴𝜕𝑡  
となる。A と Ax の項は、 終項を除いて、 𝑒 𝛼 𝜕𝐴𝜕𝑥 + 𝛼 𝜕𝐴𝜕𝑥 + 𝛼 𝜕𝐴𝜕𝑥 − 𝛼 𝜕𝐴𝜕𝑥 − 𝛼 𝜕𝐴𝜕𝑦 − 𝛼 𝜕𝐴𝜕𝑧  
と計算する。これは、 𝑒𝜶 × (𝛁 × 𝑨) = 𝑒𝜶 × 𝑩 
の x 成分であることがわかる。 初と 後の項は E の x 成分をつくる。した









に理解されているとは言えない。 𝑑𝑑𝑡 𝒙 + 𝑖2𝑚𝛽𝜶 = 𝛽𝑚 (𝒑 − 𝑒𝑨) 𝑑𝑑𝑡 𝑡 + 𝑖2𝑚𝛽 = 𝛽𝑚 (𝐻 − 𝑒𝜙) 
𝑖 𝑑𝑑𝑡 𝛼 𝛼 𝛼 = −2𝑚𝛽𝛼 𝛼 𝛼  
− 𝑑𝑑𝑡 (𝛽𝝈) = 2 𝛽𝛼 𝛼 𝛼 (𝒑 − 𝑒𝑨) 
 
後の関係式では、σは次の行列 𝝈 00 𝝈  
を意味し、 𝜎 = −𝑖𝛼 𝛼 ,      ⋯ 
である。 
古典物理学との類似性から、角運動量演算子は、 𝑳 = 𝑹 × (𝒑 − 𝑒𝑨) 
であると予想できるが、古典物理学では、 𝒑 − 𝑒𝑨 = 𝑚𝒗√1 − 𝑣  
であることに注意しなくてはならない。これまでの 𝑹 と 𝒑 − 𝑒𝑨 の結果から、
Lの時間微分は、 𝑳 = 𝑹 × (𝒑 − 𝑒𝑨) + 𝑹 × (𝒑 − 𝑒𝑨) 
と予想するかもしれない。（予想外の）第 2 項はトルク（回転力）であると解釈




しかし、 𝝈 00 𝝈  
で定義された演算子𝝈 の時間微分を考えてみる。ここで、𝜎 = −𝛼 𝛼 、⋯であ
る。z 成分は、H に含まれている 𝛽、𝑒𝜙、それに𝛼 とは交換するが、𝛼 、𝛼 と
は交換しないため、 𝜎 = +1 𝐻𝛼 𝛼 − 𝛼 𝛼 𝐻 = + 𝛼 𝜋 𝛼 𝛼 − 𝛼 𝛼 𝛼 𝜋 + 𝛼 𝜋 𝛼 𝛼 − 𝛼 𝛼 𝛼 𝜋  
となる。ここで、 𝛑 = (−𝑖𝛁 − 𝑒𝑨) 
である。しかし、 𝛼 𝜋 𝛼 𝛼 = 𝛼 𝛼 𝛼 𝜋 = 𝛼 𝜋  −𝛼 𝑎 𝛼 𝜋 = 𝛼 𝛼 𝛼 𝜋 = 𝛼 𝜋  𝛼 𝜋 𝛼 𝛼 = −𝛼 𝛼 𝛼 𝜋 = −𝛼 𝜋  −𝛼 𝑎 𝛼 𝜋 = −𝛼 𝜋  
これより、 𝜎 = 2𝛼 𝜋 − 2𝛼 𝜋  
となる。これは −2𝜶 × 𝝅 の z 成分であることがわかる。 後に、 12𝝈 = −𝜶 × 𝝅 = −𝜶 × (𝒑 − 𝑒𝑨) 
であるが、これは負の符号を持つ 𝐿 の第 1 項である。したがって、中心力で消
滅する 𝑑𝑑𝑡 𝑳 + ℏ2𝝈 = 𝑹 × 𝑭 
は次のようになる。演算子 𝑳 + ℏ 2⁄ 𝝈 は全角運動量演算子とみなすことがで









（2）定常磁場 𝜙 = 0,   𝜕𝐴 𝜕𝑡 = 𝑜⁄  中で、定常状態の場合、 
𝛹 = 𝛹𝛹𝛹𝛹  
の 𝛹 ,𝛹  がパウリ方程式の𝛹 ,𝛹  と同じであることを示しなさい。また、𝐸  
をパウリ方程式における運動エネルギー、それに 𝐸 = 𝑊 + 𝑚 をディラッ





検討する。これによって計算は簡単になるが、本質的ではない。この場合、 𝛹 = e 𝛹(𝑥) 𝐻𝛹 = 𝐸𝛹     ディラックハミルトニアン  
それに、 𝐸 = 𝑚 + 𝑊 
とする。すなわち、 𝐻𝛹 = (𝑚 + 𝑊)𝛹 = 𝜶 ∙ (𝒑 − 𝑒𝑨)𝛹 + 𝛽𝑚𝛹 + 𝑒𝜙𝛹 
である。𝛹 を式（9-5）のように書き、α、βを第 10 回講義で示したようにす
ると、前の式は 2 つの式（9-6）、 (𝑚 + 𝑊)𝛹 = 𝝈 ∙ 𝝅𝛹 + 𝑚𝛹 + 𝑉𝛹 (11 − 4) (𝑚 + 𝑊)𝛹 = 𝝈 ∙ 𝝅𝛹 −𝑚𝛹 + 𝑉𝛹 (11 − 5) 
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つまり以前と同様に、𝝅 = (𝒑 − 𝑒𝑨) と 𝑉 = 𝑒𝜙 で記すことができることを思
い出していただきたい。式（11-5）を簡略化して𝛹  について解くと、 
𝛹 = 12𝑚 + 𝑊 −𝑉 (𝝈 ∙ 𝝅)𝛹 (11 − 6) 
となる。ここで、𝑊 ≪ 2𝑚 と 𝑉 ≪ 2𝑚 であるなら、𝛹 ≈ (𝑣 𝑐⁄ )𝛹  となる。こ
のため、𝛹  と 𝛹  をそれぞれ𝛹 の大きな成分、小さな成分と呼ぶことがある。
式（11-6）の𝛹  を式（11-4）に代入すると、 
𝑊𝛹 = (𝝈 ∙ 𝝅) 12𝑚 + 𝑊 −𝑉 (𝝈 ∙ 𝝅)𝛹 + 𝑉𝛹 (11 − 7) 
となり、2m に対して W と V を無視すると、 
𝑊𝛹 = 12𝑚 (𝝈 ∙ 𝝅) 𝛹 + 𝑉𝛹  
となる。これは、方程式（9-4）と同じで、パウリ方程式となる。 
ここでは、パウリ方程式を使うことでどのような誤差が生じるかを判断する
ために、第 2 次項まで、つまり(𝑣 𝑐⁄ ) のオーダーまで近似を行う。 
 
第 12 回講義 
第 11 講の結果である式（11-6）と式（11-7）を使って、低エネルギー近似(𝑊 −𝑉) ≪ 2𝑚 を行い、v4 のオーダーまで計算する。したがって、 12𝑚 + 𝑊 −𝑉 ≈ 12𝑚−𝑊 − 𝑉(2𝑚) (12 − 1) 
となる。すると、方程式（11-7）は、 
(𝑊 −𝑉)𝛹 = 12𝑚 (𝝈 ∙ 𝝅) 𝛹 − 14𝑚 (𝝈 ∙ 𝝅)(𝑊 −𝑉)(𝝈 ∙ 𝝅)𝛹 (12 − 2) 
となり、規格化の要件 𝛹 + 𝛹 d𝑣𝑜𝑙 = 1 は、 




𝜒 = 1 + (𝝈 ∙ 𝝅)8𝑚 𝛹 (12 − 4) 
規格化の積分は（(𝑣 𝑐⁄ ) のオーダー）で次のように、 
𝜒∗𝜒 d𝑣𝑜𝑙 = 1 
と簡単になる。また、この置換によって式（12-2）の解釈が容易になる。式（12-
2）を次のように書き換えると、 
1 + (𝝈 ∙ 𝝅)8𝑚 (𝑊 −𝑉) 1 + (𝝈 ∙ 𝝅)8𝑚 𝛹  
= 12𝑚 (𝝈 ∙ 𝝅) 𝛹 + 18𝑚 (𝝈 ∙ 𝝅) (𝑊−𝑉) − 2(𝝈 ∙ 𝝅)(𝑊 −𝑉)(𝝈 ∙ 𝝅) + (𝑊−𝑉)(𝝈 ∙ 𝝅) 𝛹  
この式に、式（12-4）を適用して 1 + (𝝈 ∙ 𝝅) 8𝑚⁄  で割ると、 (𝑊 − 𝑉) 𝜒 = 12𝑚 (𝝈 ∙ 𝝅) 𝜒 − 18𝑚 (𝝈 ∙ 𝝅) 𝜒             + 18𝑚 (𝝈 ∙ 𝝅) (𝑊 −𝑉) − 2(𝝈 ∙ 𝝅)(𝑊 − 𝑉)(𝝈 ∙ 𝝅) + (𝑊 −𝑉)(𝝈 ∙ 𝝅) 𝜒 (12 − 5) 
となる。上式（12-5）をより解釈しやすく変形するため、演算子代数のテクニッ
クを使う。特に、 𝐴 𝐵 − 2𝐴𝐵𝐴 + 𝐵𝐴 = 𝐴(𝐴𝐵 − 𝐵𝐴) − (𝐴𝐵 − 𝐵𝐴)𝐴 
の関係を使う。これにより、𝝅 = (𝒑 − 𝑒𝑨) と (𝝈 ∙ 𝝅)(𝑊 − 𝑉) − (𝑊 −𝑉)(𝝈 ∙ 𝝅) = +𝑖(𝝈 ∙ 𝛁𝑉)  = −𝑖𝑒(𝝈 ∙ 𝑬) 
を使うことで（前述の 𝝈 ∙ 𝝅 = 𝑨 と(𝑊 − 𝑉) = 𝐵 も使用）、 𝑖(𝝈 ∙ 𝝅)(𝝈 ∙ 𝑬) − 𝑖(𝝈 ∙ 𝑬)(𝝈 ∙ 𝝅) = 𝛁 ∙ 𝑬 − 2𝝈 ∙ (𝝅 × 𝑬) 






右辺第 2 項は、運動エネルギーと解釈できる。 
右辺第 3 項は、パウリのスピン効果で、パウリの方程式に出てくる通りであ
る。 
右辺第 4 項は、運動エネルギーに対する相対論的な補正である。この補正は、 𝐸 = 𝑚 + 𝑝 = 𝑚 1 + 𝑝 𝑚⁄ = 𝑚 + 𝑝 2𝑚⁄ − 𝑝 8𝑚 + ⋯⁄  
に起因する。 
右辺の 後の項（第 5 項）は、第 4 項と等価である。 
第 5 項と第 6 項は、スピン軌道結合を示している。これを理解するため、第
6 項の一部である項 𝝈 ∙ (𝒑 × 𝑬) を考えてみる。この項は、逆 2 乗場では、 𝝈 ∙(𝒑 × 𝒓)/𝑟  に比例している。因子 𝒑 × 𝒓 は、角運動量 L と解釈することで、(𝝈 ∙ 𝑳) 𝑟⁄ （スピン軌道結合）を得ることができる。この項は、電子が s 状態（L
＝0）の場合では何の影響も与えない。一方、第 5 項は 𝛁 ∙ 𝑬 = 4𝜋𝑍𝑒𝛿(𝒓) に還
元され、s 状態（r ＝0 で波動関数がゼロでないとき）にのみ影響を与える。つ
まり、第 5 項と第 6 項を合わせると、スピン軌道結合の連続関数の結果となる。
電子の磁気モーメント 𝑒 2𝑚⁄  は、第 3 項の係数として現れ、さらに第 5 項と
第 6 項の係数、すなわち、(𝑒 2𝑚⁄ )(1 4𝑚⁄ ) となる。 
第 6 項を解釈するには、古典論的な議論が必要である。荷電粒子が速度 v
で電場中を移動することは、有効磁場 𝑩 = 𝒗 × 𝑬 = (1 𝑚⁄ )(𝒑 − 𝑒𝑨) × 𝑬 の影響














𝑟 ≈ 𝑟 ,  
に比例し、シュレーディンガー方程式の解は r→ 0 において 𝛹 → 定数となる。 




𝛾 𝑖∇ − 𝑒𝐴 𝛹 + 𝜇4𝑀𝛾 𝛾 𝐹 𝛹 = 𝑚𝛹 
である。これに 𝛽 を左から演算させると、より馴染みのある式であるハミルト
ニアンを使うことができ、 
𝑖 𝜕𝛹𝜕𝑡 = 𝐻 𝛹 + 𝜇4𝑀𝛽(𝝈 ∙ 𝑩 − 𝜶 ∙ 𝑬)𝛹 
と記載することができる。 
式（12-6）を導いたときと同じ近似で、陽子において、 𝑉 + 12𝑀 (𝒑 − 𝑒𝑨) + 𝜇 + 𝑒2𝑀 𝜎 ∙ 𝐵 + 18𝑀 (𝑝 ∙ 𝑝)  𝛹         + 14𝑀 2𝜇4𝑀 + 𝑒2𝑀 (∇ ∙ 𝐸 + 2𝜎 ∙ (𝒑 − 𝑒𝑨) × 𝐸)  𝛹 (12 − 7) 







5 項で解釈できる（𝑒 = 0 と修正した式（12-7））。電子の電荷は原子核の外に存




ていた。 𝑐𝛿(𝑅)による散乱振幅をボルン近似で計算し、第 5 項で与えられるものと比
較しなさい。また、 
𝑐 = 4𝜋𝜇 𝑒4𝑀  
であることを示しなさい。 𝑐𝛿(𝑅) をポテンシャルとして解釈するために、平均ポテンシャル V を、半径𝑒 𝑚𝑐⁄ の球に作用し、同様な効果をもたらすポテンシャルとして定義する。 𝜇 = −1.9135𝑒ℏ/2𝑀  を使って、得られた V が実験結果と同じ精度（すなわ
ち、4400 ± 400eV19）内で一致することを示しなさい。 
（5）𝑣 𝑐⁄ より高次の項を無視して、 






























3) 時間依存の摂動論の 低次で計算した近似式である。状態 i から状態 f に単位時
間あたりの遷移確率は、 2𝜋 ℏ⁄ 𝜓 𝑉 𝜓 𝜌 𝐸  となる。ここで、𝜌 𝐸  は 終状
態の密度である。 







6) 𝑒 = ∑ (2𝑙 + 1)𝑖 𝑗 (𝑘𝑙)𝑃 (cos𝜃) （平面波に対する展開式）。 






ンブリッジ大学第 13 代ルーカス教授（ニュートンは第 2 代）で、流体力学、光
学、応用数学などで多くの業績を積んだ。 
9) ラム（Willis Eugen Lamb，1913～2008）とレザフォード（Robert C. Retherford, 
1912～1981）の実験は 1947 年に発表された（“Fine Structure of the Hydrogen 













12) ファインマンは□2 をダランベール演算子としたが、2 乗を付けずに、□をダランベー
ル演算子として使用していることが多い。すなわち、□= 𝜕 𝜕𝑥 + 𝜕 𝜕𝑦⁄ + 𝜕 𝜕𝑧⁄⁄ −(𝜕 𝜕𝑡⁄ ) が一般的である。 
13) この式は、𝐸 = 𝑷 ∙ 𝒗 なら分かるが、たいへん奇妙に感じる。𝑐 = 1 とした単位に
由来している。𝑷 = 𝑚𝑣 √1 − 𝑣⁄ , 𝑚𝑣 √1 − 𝑣⁄ 、𝑚𝑣 √1 − 𝑣⁄  であり、𝐸 =𝑝 = 𝑚 √1 − 𝑣⁄  なので、𝐸𝒗 は𝑷 に等しくなるという意味である。 
14) この単位系では長さ-1＝時間-1＝質量＝エネルギーとなるため、すべてをエネル
ギーの単位 MeV あるいはそのべきで表すことができる。この単位系も自然単位
系というが、電子の質量 me も 1 とした単位系を自然単位系ということが多い。 
15) エルヴィン・シュレーディンガー（Erwin Schrodinger，1887～1961）は、方程
式に冠された他、シュレーディンガーの猫でも知られている。また、ハイゼンベ
ルク（Werner K. Heisenberg，1901～1976）、ディラック（P. A. M. Dirac，1902
～1984）、パウリと共に、量子力学構築に も貢献した研究者としても知られてい
る。 










18) 第 6 項の係数は、(𝑒 2𝑚⁄ )(𝝈 ∙ 𝑩) である。 
19) ファインマンは、L.L. Foldy の論文を文献として挙げている。“The Electro-
Neutron Interaction”, Phys. Rev. 87 (1952) 693-696。フォルディは、この論文の
直前頁に “The Electromagnetic Properties of Dirac Particles”, Phys. Rev. 87 
(1952) 688-693 も掲載している。この論文の内容から、ファインマンがノートづ
くりに参考としたことが窺える。 
